1.1

Idea intuitiva de limite: estimacion graficay
numeérica

IDEA CENTRAL

El limite describe hacia qué valor se acerca f(x) cuando x se acerca a un niumero a, sin llegar a ser
igual a a. Lo que ocurre exactamente en x = a (si f(a) existe o vale otra cosa) no afecta al limite.

DEFINICIONES

Limite (idea intuitiva)

Sea f una funcién definida en un intervalo abierto que contiene a a, excepto quiza en el propio a. La expresion lim,_,, f(x) = L
significa que los valores de f(x) se pueden hacer tan cercanos a L como se quiera tomando x suficientemente cerca de a, con
x # a. Si ningin nimero L cumple esto, se dice que el limite no existe. Se lee: «el limite de f(x) cuando x tiende a a es L».
También se escribe f(x) — L cuando x — a.

TEOREMAS Y PROPIEDADES

El limite no depende de f(a)
Si: f(x) = g(x) para todo x # a de un intervalo abierto que contiene a a, y lim,_,, g(x) existe.

Entonces: lim,_,, f(x) = lim,_,, g(x), aunque f(a) = g(a) o f(a) no esté definido.

Unicidad del limite
Si: lim,_,, f(x) = L y también lim,_,, f(x) = M.
Entonces: L = M: si el limite existe, es tinico.

/\ Por eso, si al acercarte aa por dos caminos distintos (por ejemplo, por la izquierda y por la derecha) f(x) se acerca a valores distintos, el limite

no existe (1-T1).

FORMULAS Y TECNICAS

Férmula o técnica Cuando se usa Arquetipo
Recorrer la grafica hacia a por ambos lados La funcién se da como grafica 11-G1
Tablaconx =a+0,1;a=+0,01; a + 0,001 Estimar numéricamente 11-G2

REPRESENTACION
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Hueco: lim, ,, f(x) = 4y f(2) no existe y Punto desplazado: lim, ,, f(x) =4y f(2) =1

—————————— 0

.

El limite es el mismo en ambas grdficas; solo cambia lo que ocurre exactamente en x = 2.

ERRORES COMUNES

Confundir el limite con el valor f(a): son cosas distintas.

Mirar solo un lado de a.
., T .. .
Tomar una tabla como demostracion: sen(—) vale 0 en x = 0,1; 0,01; 0,001, pero su limite cuando x — 0 no existe.
x

Usar la calculadora en grados con funciones trigonométricas: en Célculo los angulos se miden en radianes.

Practica con

11-G1 Limite a partir de una grafica

11-G2 Limite a partir de una tabla de valores
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1.2

Limites laterales

IDEA CENTRAL

A veces la funcion se comporta distinto a cada lado de a. Los limites laterales miran cada lado por
separado, y el limite existe solo si los dos lados se ponen de acuerdo.

DEFINICIONES

Limites laterales

Por la izquierda. Sea f definida en un intervalo (c, ), con ¢ < a. La expresion lim, _,,- f(x) = L significa que f(x) se puede
hacer tan cercano a L como se quiera tomando x suficientemente cerca de a, con x < a.

Por la derecha. Sea f definida en un intervalo (a,c), con ¢ > a. La expresion lim,_,,+ f(x) = L significa lo mismo, pero con
x> a.

Funciones con cambio de formula

Por tramos: una formula distinta a cada lado de un punto.
u siu>0

Valor absoluto: |u| =
—u siu<o0

Parte entera: [x] = nsin < x < n+ 1, con n entero; es decir, [x] es el mayor entero menor o igual que x.

TEOREMAS Y PROPIEDADES

Criterio de existencia del limite
Si: f esta definida en un intervalo abierto que contiene a a, excepto quizé en a, y lim, _,,- f(x) = lim,_ .+ f(x) = L.
Entonces: lim,_,, f(x) = L. Y al revés: si lim,_,, f(x) = L, los dos limites laterales existen y valen L.

/\ Si los laterales son distintos, o alguno no existe, el limite (bilateral) no existe.

FORMULAS Y TECNICAS

Férmula o técnica Cuando se usa Arquetipo
Reescribir || y [-] por tramos Antes de calcular laterales 1.2-G1
Calcular cada lateral con la féormula de su lado Punto donde cambia la féormula 1.2-G1
Comparar laterales para probar que el limite no Demostraciones 1-T
existe

REPRESENTACION
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Laterales distintos: lim, _,; f(x) no existe

lim f(x) = 4= f(1)
x—1+

lim_ f(x) = 2
x—1"

/ / ; ; ; x

/:1 1 2 3

Por la izquierda f(x) se acerca a 2; por la derecha, a 4. El limite en x = 1 no existe.

ERRORES COMUNES

Usar la férmula del lado equivocado.

Olvidar el signo menos: para x < a, |x —a| = —(x — a).

Usar el valor f(a) para calcular un limite lateral: los laterales, igual que el limite, no dependen de f(a).

Practica con

1.2-G1 Limite en un punto donde cambia la formula

1-T Demostrar que un limite no existe (del médulo)
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1.3

Calculo algebraico de limites: leyes y formas
indeterminadas 0/0

IDEA CENTRAL

Si la funcioén es continua en a, el limite es simplemente f(a). Cuando al sustituir aparece una
forma indeterminada como 0/0, todavia no hay respuesta: hay que transformar la expresion, sin
cambiar sus valores para x + a, hasta poder sustituir.

DEFINICIONES

Forma indeterminada
Expresion como 0/0 que aparece al sustituir y cuyo valor no puede decidirse sin mas analisis: el limite puede ser cualquier
i . . 7 .7 (5]
numero, 0o, —co 0 no existir. En este modulo también aparecen — y oo — co.
o0

2
x -9 da 0/0 en x = 3, pero lim 2 o
x—3 >3 x—3

Ejemplo:

Funciones que coinciden salvo en un punto
2

fy g coinciden salvo en a si f(x) = g(x) para todo x # a de un intervalo abierto que contiene a a. Por ejemplo, X _39 yx+3
=
coinciden salvo en x = 3. Como el limite no depende del valor en x = a, sus limites en a son iguales.
TEOREMAS Y PROPIEDADES
Leyes de los limites
Si: lim,_,, f(x) = Lylim,_,, g(x) = M existen (son niimeros reales), ¢ es una constante y n es un entero positivo.
X
Entonces: lim[f(x)+g(x)] =L+ M; limc f(x)=cL; lim f(x)g(x)=LM; lim % = % siM = 0; lim[f(x)]" = L"
x—a x—a x—a x—a g X x—a

lim </ f(x) = VL (si n es par, se exige L > 0).

La ley del cociente exige M # 0. Si M = 0, esta ley no decide: hay que ver si la forma es 0/0 (tema 1.3) 0 L/0 con L # 0 (tema 1.6).

Sustitucion directa
Si: f es polinémica, racional, una raiz, exponencial, logaritmica o trigonométrica (o se obtiene de ellas con operaciones y
composiciones), y a es un punto interior de su dominio: f est4 definida en todo un intervalo abierto que contiene a a.

Entonces: lim f(x) = f(a).

Si a es un extremo del dominio (por ejemplo, \Jx en a = 0), solo tiene sentido el limite lateral: lim,_,o+ \/x = 0.

Limite de funciones que coinciden
Si: f(x) = g(x) para todo x # a de un intervalo abierto que contiene a a, y lim,_,, g(x) existe.

Entonces: lim f(x) = lim g(x).
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Es lo que justifica «cancelars el factor (x — a): la simplificacién solo es valida para x # a, y eso basta.

Teorema del emparedado
Si: g(x) < f(x) < h(x) para todo x # a de un intervalo abierto que contiene a a, y lim,_,, g(x) = lim,_,, h(x) = L.

Entonces: lim f(x) = L.

Las dos cotas deben tener el mismo limite; si no, el teorema no dice nada.

FORMULAS Y TECNICAS

Férmula o técnica Cuando se usa Arquetipo

Sustituir x = a Siempre, como primer paso 1.3-G1

Leyes de los limites con valores dados No hay férmulas: solo se conocen lim, _,, f(x) 1.3-G2
y lim,._,, g(x)

Factorizar y cancelar (x — a) 0/0 con polinomios 1.3-G3

Conjugado: (Vu —b)(u +b) =u—b* 0/0 con raices 1.3-G4

Comun denominador 0/0 con fracciones dentro de fracciones, o 1.3-G5

oo — oo entre fracciones

Cotas: —1 <senu<1ly-1<cosu<l Funcién acotada multiplicada por otra que 1.3-G6

tiende a 0

ERRORES COMUNES

Decir que 0/0 «vale 0» o «vale 1»: es una forma indeterminada, no un numero.

Cancelar términos que suman: solo se cancelan factores que multiplican. Por ejemplo,

x+3

no es igual a 3.

Aplicar la ley del cociente cuando el limite del denominador es 0.

Usar una técnica sin sustituir antes: la forma que aparece decide la técnica.

Practica con

1.3-G1

1.3-G2
1.3-G3
1.3-G4
1.3-G5
1.3-G6

Limite por sustitucion directa

Limite de una combinacién de funciones cuyos limites se conocen
Forma 0/0 con polinomios: factorizar

Forma 0/0 con radicales: racionalizar

Forma 0/0 con fracciones: comin denominador

Teorema del emparedado
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1.4

Limites trigonomeétricos

IDEA CENTRAL

Los limites trigonométricos de la forma 0/0 no se resuelven factorizando: se reducen a un limite

senu

fundamental, lim,_,, —— = 1, que se demuestra con el teorema del emparedado.

DEFINICIONES

Argumento que tiende a cero
En senu, cosu o tgu, u es el argumento; puede ser una expresion en x, como # = 5x o u = x — 2. Los limites fundamentales
se aplican cuando u — 0.

Medida en radianes

Los limites fundamentales solo valen si el &ngulo se mide en radianes.

TEOREMAS Y PROPIEDADES

Limite fundamental del seno

Si: el angulo u se mide en radianes.

. senu .., tgu
Entonces: lim = 1y, como consecuencia, lim — = 1.
u—0 u u—=0 Y

En grados, el primer limite vale 1—7;0

Limite fundamental con argumento compuesto
Si: lim,_,, u(x) = 0 y u(x) # 0 para x # a cerca de a (Angulos en radianes).
senu(x)

Entonces: lim ———=
a u(x)

sen 5x , sen 5x
=1, perolim,_,, =5.
x

El argumento del seno y el denominador deben ser la misma expresion: lim,_,,

Limite del coseno
Si: el angulo u se mide en radianes.
—cosu —cosu 1

, 1 , 1
Entonces: lim =0ylim — =
u—0 u u—0 u 2

Continuidad del seno y del coseno
Si: a es cualquier nimero real.

Entonces: limsenx = sena y limcos x = cosa.

x—a x—a
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FORMULAS Y TECNICAS

Férmula o técnica Cuando se usa Arquetipo

Multiplicar y dividir para obtener Senu Aparece senkx conk # 1 1.4-G1

1 — cos? u = sen? u (multiplicar por 1 + cos u) Expresiones con 1 — cosu 1.4-G1

tgu = Senu Expresiones con tangente 1.4-G1
cosu

Cambio de variable u = x —a x — acona # 0: el argumento tiende a 0 solo  1.4-G1

después de trasladar

ERRORES COMUNES

N sen 5x
Simplificar como sen 5: el seno no es un factor que se pueda cancelar.
x
Trabajar en grados.
. senu . . . sen x
Aplicar — 1 cuando u no tiende a 0: por ejemplo, lim, _,, =0,no 1.

Practica con
u 1—cosu
oa —

1.4-G1 Limite que se reduce a et
u
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1.5

Definicion formal de limite (¢-))

IDEA CENTRAL

La definicion e-0 convierte «tan cerca como se quiera» en una promesa precisa: para cualquier
tolerancia ¢ > 0 alrededor de L, existe una distancia § > 0 alrededor de a que la garantiza.

DEFINICIONES

Definicion -6
Sea f definida en un intervalo abierto que contiene a a, excepto quizé en a. Se dice que lim,_,, f(x) = L si para todo ¢ > 0

existe § > 0 tal que
0<|x—al<d = [f(x)-L|<e

¢ mide la cercania en el eje y; 8, la cercania en el eje x. La condicién 0 < |x — a| excluye x = a: por eso el limite no depende

de f(a).

Otras definiciones formales

Lateral (f definida en (g, ¢)): lim,_,,+ f(x) = L si para todo ¢ > 0 existe § > O talquea < x < a+ 8§ = |f(x) — L| < &. Por la
izquierda (f definida en (c, a)), igual cona — § < x < a.

Limite infinito (M-3; f definida como en la definicién ¢-9): lim,_,, f(x) = oo si para todo M > 0 existe > 0 tal que
0<|x—al <= f(x) > M.Para — se pide f(x) < —M.

Limite al infinito (¢-N; f definida en un intervalo (c, ©)): lim, ., f(x) = L si para todo ¢ > 0 existe un nimero N tal que
x> N = |f(x) — L| < e. Para x = —oo, igual con x < N.

TEOREMAS Y PROPIEDADES

Caso lineal
Si: f(x) =mx+bconm # 0, a es un nimero real y L = ma + b.

Entonces: para cada ¢ > 0, el valor § = £ cumple la definicion de lim,_,, f(x) = L.

Im|

Se comprueba asi: si 0 < |x — a| < 8, entonces | f(x) — L| = |m||x —a| < |m|5 = e.

Un § mas pequeno también sirve
Si: § > 0 cumple la definicién para un ¢ dado.
Entonces: cualquier §’ con 0 < §’ < § también la cumple para ese .

Por eso, si la condicion | f(x) — L| < € da un intervalo asimétrico alrededor de a, se toma como § la distancia menor.
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FORMULAS Y TECNICAS

Férmula o técnica Cuando se usa Arquetipo
Despejar |x — a| a partir de |f(x) — L| < ¢ & numérico dado 1.5-G1
Suponer |x — a| < 1, acotar el factor restante por Funciones no lineales 1.5-T1

una constante K y tomar 5= min(l, %)

Separar borrador (buscar J) y prueba (verificar &) Demostraciones 1.5-T1

REPRESENTACION

f(x)=yx,a=4,L=2,¢=02
y ventanaa+4, 5 =076
banda L + ¢
L
I
I
I
! Se toma la distancia menor (0,76)
I
1 b
I
|
0.76 ! 0.76
|
; ; ; f ; ; ; X

Si x # a estd en la ventana (a — §,a + ), simétrica alrededor de a, entonces f(x) queda dentro de la banda (L —¢,L + ¢).

ERRORES COMUNES
Hacer que § dependa de x: solo puede depender de ¢ (y de a).
Intercambiar los papeles de ¢ y §: ¢ es dado (cualquiera) y § es el que td encuentras.

En un intervalo asimétrico, tomar la distancia mayor en lugar de la menor.

Practica con

1.5-G1 Encontrar § para un ¢ dado
1.5-T1 Demostrar un limite con la definiciéon formal (-6, e~N o M-0)
1-T3 Demostrar o refutar una afirmacion general sobre limites o continuidad (del médulo)
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1.0

Limites infinitos y asintotas verticales

IDEA CENTRAL
A veces, al acercarse x a un niimero a, la funcion no se acerca a ningun valor: crece (o decrece) sin

cota. Ese comportamiento se escribe con oo 0 —oo y se ve en la grafica como una recta vertical a la
que la curva se acerca cada vez mas.

DEFINICIONES

Limite infinito

Sea f definida en un intervalo abierto que contiene a a, excepto quiza en a. La expresion lim, _,, f(x) = oo significa que f(x)
se hace tan grande como se quiera tomando x suficientemente cerca de a, con x # a. Formalmente: para todo M > 0 existe
6 >0talque 0 < |x —a|l < § = f(x) > M. Para —oo se pide f(x) < —M; para los laterales se cambia 0 < |x —a| < § por
a < x < a+ 8 (derecha) o por a — § < x < a (izquierda).

Asintota vertical

La recta x = a es una asintota vertical de la grafica de f si al menos uno de los limites laterales de f en a es co 0 —co.

TEOREMAS Y PROPIEDADES

Forma L/0
Si: por un lado de a (izquierda o derecha): N(x) — L con L # 0, D(x) — 0, y D(x) no se anula y tiene signo constante en ese

lado, cerca de a.

N(x) . . . . N(x) o . -
——< — oo si Ly D(x) tienen el mismo signo, y ——= — —oo si tienen signos distintos.
D(x) D(x)

/N Si también N(x) — 0, la forma es 0/0: no es este caso.

Entonces: por ese lado,

Limite infinito bilateral
Si: lim,_,- f(x) =lim,_ .+ f(x) = oo (0 ambos son —oo).
Entonces: se escribe lim, _,, f(x) = oo (0 —c0).

/N Es una notacion: el limite no existe como niimero real. Si los laterales son infinitos de signo distinto, se da cada lateral por separado y no se

escribe ningun valor para el limite bilateral.

FORMULAS Y TECNICAS

Férmula o técnica Cuando se usa Arquetipo
Analisis de signos de N y D a cada lado de a Forma L/0 con L # 0 1.6-G1
Candidatos: ceros del denominador; In u cuando Buscar asintotas verticales 1.6-G2

u— 0 tgxenx = % + kr (k entero)

Simplificar antes de decidir (hueco o asintota) Denominador que se anula 1.6-G2
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REPRESENTACION
= —: el mismo signo

y = =: signos opuestos
6

4
2 4
X
2

1 . . . 1 . .
Con — (potencia impar) los dos lados tienen signos opuestos; con = (potencia par), el mismo signo.
X

ERRORES COMUNES
Escribir lim, _,, f(x) = oo y decir que «el limite existe»: o no es un nimero, describe un comportamiento.

Confundir un hueco con una asintota vertical: si al simplificar el factor (x — a) desaparece del denominador, en x = a hay

un hueco, no una asintota.
Olvidar que con (x — a) elevado a una potencia impar los dos lados tienen signos opuestos (y con potencia par, el mismo)

Practica con
1.6-G1 Limite cuando el denominador se anula y el numerador no
1.6-G2 Hallar las asintotas verticales de una funcién

1-12 Analisis completo de las asintotas de una funcién racional (del médulo)
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1.7

Limites al infinito y asintotas horizontales y oblicuas

IDEA CENTRAL

Los limites al infinito describen el comportamiento a largo plazo: qué le pasa a f(x) cuando x
crece o decrece sin cota. Si f(x) se estabiliza en un valor, la grafica tiene una asintota horizontal.

DEFINICIONES

Limite al infinito

Sea f definida en un intervalo (¢, ). La expresion lim, _,,, f(x) = L significa que f(x) se puede hacer tan cercano a L como
se quiera tomando x suficientemente grande. Formalmente: para todo ¢ > 0 existe N tal que x > N = |f(x) —L| < e. Analogo
para x — —oo, con f definida en (—co,c) y x < N.

Limite infinito en el infinito: lim, ., f(x) = oo si para todo M > 0 existe N tal que x > N = f(x) > M (por ejemplo, x> o

e").

Asintotas no verticales
Horizontal: la recta y = L es asintota horizontal de la grafica de f silim,_,, f(x) = Lo lim,_,_,, f(x) = L.

Oblicua: la recta y = mx + b, con m # 0, es asintota oblicua si lim, [ f(x) — (mx + b)] = 0 0 lim,_,_,[ f(x) — (mx + b)] = 0.

TEOREMAS Y PROPIEDADES

Potencias reciprocas
Si: r > 0 es un nimero racional.

, 1 . , , . o1
Entonces: lim — = 0; si ademas x" esta definida para x < 0, también lim — = 0.

x—00 X' x——oc0 X

Regla de los grados (funciones racionales)
N
Si: f(x) = %, donde N y D son polinomios de grados n'y m con coeficientes principales a, y b,,.
x
Entonces: cuando x —» o 0x — —oco:sin < m, f(x) > 0;sin=m, f(x) - %; sin>m, f(x) > o0 0 f(x) > —oco (el signo
depende de a,, de b,, y del lado). "

Sin=m+ 1, la grafica tiene una asintota oblicua: la recta dada por el cociente de dividir N entre D.

Funciones elementales
Si: se trabaja con e*, In x o arc tg x en su dominio.

, , , . T, T
Entonces: lim,_, €e* = oo, lim,, . €* =0, lim,_,, Inx = oo, lim,_,, arctgx = 3 ylim,,_,arctgx = -3
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FORMULAS Y TECNICAS

Férmula o técnica Cuando se usa Arquetipo
Dividir numerador y denominador por la mayor Cociente de polinomios 1.7-G1
potencia de x del denominador
Jx? = |x| y conjugado Radicales 0 co — 0 1.7-G2
Dividir por la exponencial dominante; usar los Exponenciales, logaritmos o arcotangente 1.7-G3
limites de ¥, Inx y arctg x
N L R(x) . .
Division de polinomios: f(x) = mx +b + DG con  Asintota oblicua 1.7-G4
x
grado de R menor que grado de D
REPRESENTACION
Xz ‘7 H
y = arctan x: dos asintotas horizontales y = “L2: asintota oblicua

x?+1

Una funcion puede tener dos asintotas horizontales distintas (como arc tg x) o una asintota oblicua (como T cony=x+1).
Y

ERRORES COMUNES

Pensar que oo — 00 = 0: es una forma indeterminada.

Escribir vx? = x cuando x — —oo: alli Vx? = |x| = —x.

. . . . sen x
Creer que la grafica nunca cruza una asintota horizontal: puede cruzarla (por ejemplo,

cruza y = 0 infinitas veces).

Analizar solo x — oo y olvidar x — —co.

Practica con

1.7-G1 Limite al infinito de una funcién racional

1.7-G2 Limite al infinito con radicales

1.7-G3 Limite al infinito con exponenciales, logaritmos o arcotangente

1.7-G4 Hallar asintotas horizontales y oblicuas

1-12 Anélisis completo de las asintotas de una funcién racional (del médulo)
1-A1 Interpretar un limite en un contexto (del médulo)
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1.8

Continuidad en un punto y tipos de discontinuidad

IDEA CENTRAL

Una funcion es continua en a cuando su grafica no se rompe alli: el valor f(a) coincide con el valor
al que la funcion se acerca.

DEFINICIONES

Continuidad en un punto

Sea f definida en un intervalo abierto que contiene a a, excepto quiza en a. f es continua en a si se cumplen las tres condiciones:
(1) f(a) esta definido; (2) lim,._,, f(x) existe; (3) lim,_,, f(x) = f(a). Si alguna falla, f es discontinua en a.

Tipos de discontinuidad

Si f es discontinua en g, estos son los tipos mas frecuentes:

= Evitable: lim, _,, f(x) existe (es un nimero), pero f(a) no esta definido o es distinto del limite.
= De salto: los dos limites laterales existen (son niimeros) y son distintos.

= Infinita: al menos uno de los limites laterales es co 0 —co.

= Oscilante: algtn limite lateral no existe porque f oscila sin acercarse a ningtn valor, como sen(— en 0.
x

Las de salto, infinitas y oscilantes son no evitables: ningun valor de f(a) las elimina.

Continuidad lateral

f es continua por la derecha en a si f(a) esta definido y lim,_,,+ f(x) = f(a); es continua por la izquierda en a si f(a) esta
definido y lim,_,,- f(x) = f(a). f es continua en a si y solo si es continua por ambos lados.

Continuidad en un intervalo

f es continua en un intervalo si es continua en cada punto interior del intervalo y, en cada extremo que pertenece al intervalo,
tiene la continuidad lateral correspondiente: por la derecha en el extremo izquierdo y por la izquierda en el extremo derecho.

Extension continua

Silim, _,, f(x) = L existe pero f(a) no est4 definido (o es distinto de L), la funcién

es continua en a. Si f(a) no estaba definido, F es la extension continua de f en g; si estaba definido, se dice que se redefine
f(a). Solo es posible en las discontinuidades evitables.
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TEOREMAS Y PROPIEDADES

Operaciones con funciones continuas

Si: fy g son continuas en a y ¢ es una constante.

Entonces: f+ g, f — g, cf y fg son continuas en a; i también lo es si g(a) = 0.
g

Funciones elementales
Si: f es polindmica, racional, una raiz, exponencial, logaritmica, trigonométrica o trigonométrica inversa.

Entonces: f es continua en cada punto de su dominio (en un extremo del dominio, con la continuidad lateral correspon-
diente).

/\ Fuera del dominio no se habla de continuidad: por ejemplo, 1 es continua en (—c0,0) U (0, o).
x

Limite de una composicion

Si: lim,_,, g(x) = Ly f es continua en L.
Entonces: lim f(g(x)) = f(limg(x)) = f(L).

/\ Exige que la funcién de afuera, f, sea continua en L. En particular, si g es continua ena y f es continua en g(a), entonces f » g es continua

ena.

Conservacion del sigho
Si: fescontinuaenay f(a)> 0.
Entonces: existe § > 0 tal que f(x) > 0 para todo x del intervalo (a — §,a + §).

/\ Se demuestra con ¢ = % en la definicion de limite (arquetipo 1-T3). Andlogo si f(a) < 0.

FORMULAS Y TECNICAS

Férmula o técnica Cuando se usa Arquetipo
Verificar las tres condiciones en orden ;Es continua en a? 1.8-G1
Calcular los limites laterales y compararlos con f(a)  Tipo de discontinuidad 1.8-G2
Dominio + revisar las uniones de tramos ;Doénde es continua f? 1.8-G3
Meter el limite dentro de la funcién continua: Composicion con f continua 1.8-G4
lim,,, f(g(x)) = f(lim, ., g(x))

Igualar los dos laterales y f(a) en cada unién Constantes que dan continuidad 1-1n

REPRESENTACION
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Evitable De salto Infinita

3 [ ] 3+ [ ———————— )

o = - -
@

Los tres tipos de discontinuidad mds frecuentes: evitable, de salto e infinita.

ERRORES COMUNES
Creer que basta con que el limite exista: también debe ser igual a f(a).
Clasificar la discontinuidad por el valor f(a) en lugar de por los limites laterales.

Olvidar la continuidad lateral en los extremos de un intervalo cerrado.

Practica con

1.8-G1 Verificar la continuidad en un punto

1.8-G2 Clasificar una discontinuidad

1.8-G3 Hallar los intervalos donde una funcién es continua

1.8-G4 Limite de una funcién compuesta usando la continuidad

1-n Hallar constantes o redefinir f(a) para que una funcién sea continua (del médulo)
1-A2 Continuidad en un modelo por tramos (del médulo)
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1.9

Continuidad en intervalos y Teorema del Valor
Intermedio

IDEA CENTRAL

Una funcioén continua en un intervalo cerrado no puede saltarse valores: si empieza por debajo de
un nivel y termina por encima, tiene que cruzarlo en algiin punto.

DEFINICIONES

Continuidad en un intervalo cerrado

f es continua en un intervalo cerrado [a, b] si es continua en cada punto de (a, b), continua por la derecha en a y continua por
la izquierda en b. En particular, f(a) y f(b) deben estar definidos.

TEOREMAS Y PROPIEDADES

Teorema del Valor Intermedio (TVI)
Si: f es continua en el intervalo cerrado [a,b], f(a) # f(b) y k es cualquier nimero estrictamente entre f(a)y f(b).
Entonces: existe al menos un numero ¢ € (a,b) tal que f(c) = k.

/\ Garantiza la existencia de ¢, no su unicidad ni su ubicacion exacta.

Existencia de raices (Bolzano)
Si: f es continua en [a,b] y f(a) y f(b) tienen signos opuestos, es decir, f(a) - f(b) < 0.
Entonces: existe al menos un ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0: la ecuacién f(x) = 0 tiene al menos una solucién en (a, b).

/\ Esel TVI conk = 0.

FORMULAS Y TECNICAS

Férmula o técnica Cuando se usa Arquetipo

Pasar todo a un lado: h(x) = 0, y buscar un cambio Probar que una ecuacion tiene solucién 1.9-G1
de signo de h

Biseccién: repetir en la mitad donde hay cambio de ~ Localizar la raiz en un intervalo pequefio 1.9-G1
signo
Revisar las hipdtesis una por una ;Se puede aplicar el teorema? 1-T2

REPRESENTACION
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flx)=x° ‘f:’yx — 1 es continua en [0, 1] y cambia de signo: hay una raiz en (0,

f=1>0

f@=-1<0

f(x) = x* + x — 1 es continua en [0, 1] y cambia de signo: tiene una raiz en (0,1).
ERRORES COMUNES
Aplicar el teorema sin comprobar la continuidad en todo [a, b]: por ejemplo, — cambia de signo en [—1, 1] y no tiene raices.
x

Pensar que si f(a)- f(b) > 0 no hay raices: el teorema simplemente no dice nada (por ejemplo, x* — ‘ll es positivaen x = —1
y en x = 1, y tiene dos raices en [—1, 1]).

Creer que el teorema da el valor de la raiz: solo asegura que existe.

Practica con

1.9-G1 Probar que una ecuacion tiene una raiz en un intervalo

1-T2 Justificar si se cumplen las hipétesis del Teorema del Valor Intermedio (del mddulo)
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Arquetipos del médulo

IDEA CENTRAL

Hasta aqui cada plantilla entrenaba una técnica. Los diez arquetipos siguientes combinan temas:
son los problemas que se parecen a un examen completo.

LOS DIEZ ARQUETIPOS QUE COMBINAN TEMAS

Cadigo Qué entrenan

A 1-A1,1-A2 Aplicados. Traducir una situacion real a un limite o a un modelo por tramos, y decir qué significa el
resultado con sus unidades.

¢ 1-1Ma1-13 Integradores. Combinar varias técnicas: continuidad con parametros, analisis completo de asintotas, y el
problema inverso de dibujar una funcién a partir de sus limites.

m1-T1a1-T3 Teéricos. Demostrar que un limite no existe, justificar las hipdtesis de un teorema y demostrar o refutar
afirmaciones generales.

* 1-X1, 1-X2 Desafios. Parametros que hacen existir un limite y limites no rutinarios que exigen una heuristica.

Antes de empezar un arquetipo del moédulo, repasa las plantillas de los temas que cita en su

seccion Conexion.
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